Florian Hausl er

Ungleichungen

1. Grundsétzliches

In folgenden ist nur von reellen Zahlen die Rede, ohne dal? dies im einzelnen betont
wird. Es selen A, B, C, .... Terme redler Zahlen, u. U. auch mit Variablen. Fur
Ungleichungen gelten die folgenden Axiome:

Axiom 1:

Fir zwel Terme A und B gilt stets entweder A = B oder A < B oder A > B.
Axiom 2:

Esist A > B genau dann, wenn B < A gilt.
Axiom 3:

AusA <BundB < Cfolgt A <C.

Ungleichungen werden mit Aquivalenzumformungen gelost. Hierzu werden die
sogenannten M onotoni egesetze angegeben.

Axiom 4.

AE£BU A+CE£B+C furaleTermeC.
Axiom 5:

AE£BU A:CEB:C firaleTermeC>0

Hierausfolgt:

Satz 1:
A£BU A:C3B:C firaleTeemeC<0

Satz 2 (Monotoniegesetze flir Potenzen):
a) Firp>0undO0<a<bgiltaP < bP,
Firp<OundO<a<hbgiltaP > bP,

b) Firp<qundO<a<1lgiltal® ad.
Firp<qundl<a giltaP £ ad.

L dsungsver fahren:

1. Hiermit kann man Ungleichungen |8sen, z. B. lineare wie etwa:
X+2<4x+1
Man addiert auf beiden Seiten -4x -1 und erh&lt -x +1<0 d. h. x> 1.

2. Graphische Veranschaulichung: Das Ergebnisvon 1. wirdals y = -x+1 < 0
interpretiert. In der linken Abbildung ist der Termy genau fir X > 1 negativ.



Man kann aber auch gleich die linke und rechte Seite getrennt als yq = 3x +2 und
y2 = 4 + 1 mit yp < yp betrachten und die Graphen dieser beiden
Ungleichungen zeichnen (vgl. die rechte Abbildung). Man sieht deutlich, dal3y1 < y»
rechtsvon x = 1 gilt.

y y y = 3x+2

1 y = 4x+1
1
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Damit hat man aber auch bereits eine Losungsmoglichkeit fir lineare Un-
gleichungssysteme mit zwei Variablen gefunden:

Die Ungleichungax + by + c£0 mita * O wird auf deForm y £ ax + Db
gebracht. Es ist dann die untere Halbebene einschliefdlich ihrem Rand die graphische
Losung fur

diese Ungleichung (vgl. die linke folgende Abbildung).

Ein Gleichungssystem fihrt dann zu vielen solchen Halbebenen, deren gemeinsamer
Schnitt die Lésung des Gesamtsystems darstellt. In der rechten Abbildung unten wird
die Losung des folgenden Systems aus 4 Ungleichungen schraffiert dargestellt:
-X +5 >5
X <6
X <4
Die ersten drei Ungleichungen fUhren zu Halbebenen ohne Randgerade.

ys3 - gx- 5
Die vierte Gleichung ist eine Halbebene mit Randgerade.
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3. Mit Satz 2 kann man Potenzen miteinander ohne Taschenrechner vergleichen, z. B.

2Y2:32 Man kann nach Satz 2 Potenzen vergleichen, wenn sie entweder gleiche Basis
oder gleichen Exponenten haben. Deshalb mul3 man hier Zwischenschritte tétigen:

2V2 £302 £ 2

2. Linearplanung

Es wurden Beispiele zur Linearplanung gebracht, die anderenorts auch Lineare
Optimierung heif3t. Da man dies in Meyer u. a. [5], Band Algebra 8 Seite 112ff
nachlesen kann, wird bei der vorliegenden Darstellung darauf verzichtet.

3. Nicht lineare Ungleichungen

a) Quadratische Ungleichung in einer Variablen:
z.B. -x2+9x-18 > 0

Man zeichnet z. B. mit Hilfe der Nullstellen den Graphen der Funktion y = X2 + Ox
- 18 und stellt fest, fir welche x-Werte die Funktionswerte oberhalb der x-Achse sind.
Bei enem anderen Verfahren untersucht man die Produktdarstellung des
guadratischen Terms (hierzu braucht man die Nullstellen) hinsichtlich Vorzeichen:

Beispidl:

Xx2+9x-18 >0

-(x-3)(x-6) >0

Man Uberlegt sich die Vorzeichen der einzelnen Faktoren unter Berticksichtigung der
Vorzeichentibergange bei den Nullstellen in der folgenden Tabelle und findet daraus
jeweils das Vorzeichen des Gesamtterms. Schliefdlich ergibt sich die L&sungsmenge
as]3; 6.




x-3 negativ 0 positiv positiv positiv
- (x - 6) positiv positiv positiv 0 negativ
-(X-3)(x-6) negativ 0 positiv 0 negativ
b) andere Ungleichungen
kann man unter Umstanden genauso losen: —— S 43 £8 g 22X g0
X(x-1) x-1 X X(x- 1)
Als Losung der Ungleichung findet manso L = ]0; 0,5 E [1; ¥ [ .
¥ X = 0 < X= 0,5 X = 1
<X 0 X < 0,5 < X 1 <
0,5 <1
X
<
¥
1- + + + 0 - - -
2X
X- - - - - - 0 +
1
X - 0 + + + + +
D + n.d - 0 + n.d -

In der Tabelle bedeutet n.d. nicht definiert. Betragsungleichungen lassen sich genauso
behandeln. Gelingt die Faktorisierung nicht, so ist meist eine Fallunterscheidung
erforderlich. Man findet Beispiele auch zu Betragsungleichungen in Meyer u. a. [5]
Band Algebra 8.

4. Besondere Ungleichungen

Ohne Beweise werden angegeben:

a) Holdersche Ungleichung:

Fir p>1,q>1, beidereal mit 141

—+=-=1 folgt Xy£X_p+y_q fur ale positiven
P q p q

reellen xundy.

b) Ungleichung von Bernoulli:



Fiurreellexmit x 3 -1 undreellem a3 1 gilt (1+x)@ 3 1+ax.

¢) Ungleichung von Tschebyschew:
Furreelleg und by mit O<aj£ap £....£a, und O<bi£bo £ ...... £ b gilt

a,+a,+..+a, b +b,+..+b c ab, +a,b, +...+a b,
n n n

d) Cauchy-Schwarzsche Ungleichung:
X1y1 + X2y2 + ... + Xp¥n £ \/(xf + X5+ AXE) (Y2 + Y5 +..+y2)  furalleredlen

X
und y;j.

Verallgemeinerung:
(X1y1 + X2y2 + ... + Xy )P £ (X2 + X5 +..+xP)(yP +yb +...+yP) fur natlrliche p
und ale reellen xj und y;.
e) Erweiterte Dreiecksungleichung:
Fir Vektoren aund b gilt: |4- [b] £ [a+b| £ |a] +]b|

f) Arithmetisches Mittel und andereim Vergleich:
N . . . X, + X, +...+X
Definition: Arithmetisches Mittel A = —2—=2 n

n
Geometrisches Mittel G = 1/x, +X, +..+X,
. . 3 n
Harmonisches Mittel H = 1 1 1

R T

Xl X2 Xn

: : X2+ X5 +..+XC

Quadratisches Mittel Q = )
n

Satz:
Mit den Heronbezeichnungen der Definition gilt fur allereellenxj: H £ G £A£Q

Beispidl:

a, b und c seien die Seitenlangen eines Dreiecks mit dem Flacheninhalt A; dann gilt:
@ +b2+c2 3 4J3A

Nach Heron gilt fir den Flacheninhalt eines Dreiecks:

A:\/a+b+cva+b- c_a+c-b b+c-a
2 2 2 2

Da das arithmetische Mittel stets grof3er oder gleich dem geometrischen Mittel ist, gilt

far

X:=a+b-c, y:=a+c-b, z=b+c-a



3
3/xyz £¥ d. h. xyZE% Setzt man dies in die Heronformel ein,

SO

erh@lt man mit einer einfachen Umformung die Behauptung:

ap |@FDFO° _(atb+0? 34’ +307 43¢ - (a- b’ (b- % (c- @°
27 33 33
a’ +b?+c?

73

5. Besondere Verfahren

5.1 Vollstandige Induktion

Eine Aussage A(n) soll fur alle natrlichen Zahlen n > ng bewiesen werden mit
einem Beweis durch vollstdndige I nduktion nach n:

1. Man zeigt die Giltigkeit von A(ng).

2. Man nimmt an, daf3 A(n) gultigist und fuhrt hierauf die Gultigkeit von A(n+1)
zuruck.

Beispidl:

Fir alle positiven reellen a und alle nattrlichen Zahlen n einschliefdich O gilt die
Aussage A(n):

1_ (n+l)a2n+1 _ a2n+2 +(n+l)a2n+3 3 0

Beweis durch vollsténdige Induktion nach n:
1.Firn=0giltl-a-a2+a3=(1-a(1-ad) =(1-a21+a)3 0; dsoist A(0)
richtig.

2. Annahme: Die Formel A(k) ist richtig. Eswird im folgenden gezeigt, dal3 dann auch
die Formel A(k+1) richtigist:

1- (k+2)a2k+3 . aZk+4 + (k+2)a2k+d = a2(1 - (k+1)a2k+l - aZk+2 + (k+1)a2k+3) 3

0, weil a2 und nach Annahme A(k) positiv sind. Also ist A(n) fur ale nrichtig.

5.2 Extremalprinzip der Symmetrie

Liegt eine Aussage vor, die in ihren Variablen symmetrisch ist, d. h. die gegentiber
zyklischer Vertauschung ihrer Variablen invariant ist, so kann man ohne
Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, dal? z. B. die Variable a die grofite (oder
auch kleinste) ist; man wahit also ein maximales (oder minimales) Element und
spricht deshalb von einem "Extremal prinzip der Symmetrie".

Beispiel:



Fur reelle Zahlen a, b, c gilt: a2+b2+¢c2 3 ab+bc+ca

Beweis:

Well diese Aussage gegeniber zyklischer Vertauschung invariant ist, kann man ohne
Beschrankung der Allgemeinheit O£ a£ b £ ¢ annehmen. Dann gelten

c-a = -(a-b+ b-c)und entsprechende Formeln bel zyklischer Vertauschung.
Damit erhat man:

a2+b2+c2-ab-bc-ca=a@-b)+bb-c)+c(c-a) =
=a@a-b)+b(b-c)-cla-b)-c(b-c) = (ac)(a-b)+(b- 0)23 0, weil das Produkt
zweier negativer Zahlen positiv ist.

Fur negative Zahlen a, b, ¢ andert sich nichts an obiger Aussage, da die rechte Summe
dann as eine Summe aus Produkten der Betrdge angesehen werden kann und die
Summe aus Produkten ohne Betréage nur kleiner werden kann.

Hieraus 183t sich unmittelbar herleiten:

Satz:
Fir dieVektoren x=(a¢ b¢ ¢c) und y=(b¢ cca mitreellen Koordinaten a, b,
c gilt x23 xoy.
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